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Îqµc¶ ·�¸c¹ ¸Oº »J¶ ·�Ã » Ì ¹ ³h¶ ; º ½�¹ ·qÇ ÃFÊ Ê Ã ¼J· Í-W�º�· ´ ¹ » ´qÄFÏ�½hº �c³c¶ ³FÌ�´ µhºX¸c» Ã ÄOÊ º É�¶ ³"/ º À ´ ¶ Ã ³,�hÍ

X Ê Ã Äc¹ Ê-¼Cº ¹ >�Ç Ã » É�ÂhÊ ¹ ´ ¶ ÃF³�¶ ·q¸c» º · º ³ ´ º ½�¶ ³U/ º À ´ ¶ Ã ³" hÍ ��¹ ³c½�º ³hº » Ì Ï�º · ´ ¶ É�¹ ´ º ·J¹ » º�½Fº » ¶ ¾ º ½
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¶ ³R/Fº À ´ ¶ ÃF³R FÍ �FÍ-O�¹ · º ½�ÃF³�´ µhºqº ³hº » Ì Ï�º · ´ ¶ É�¹ ´ º ·C¼CºJÃ Äh´ ¹ ¶ ³�¹ ¸c» ¶ Ã » ¶c· ÃFÊ ÂF´ ¶ Ã ³�º · ´ ¶ É�¹ ´ º ·-�c» · ´
¶ ³
´ µhº�À ¹ · º�¼Jµhº ³
´ µhº�¸h» º · · Âh» º�½h» Ã ¸4¶ ·(; º » ÃcÈ�· º º"/Fº À ´ ¶ ÃF³ �cÍ ��¹ ³h½
´ µFº ³�¶ ³
´ µFº�Ì º ³Fº » ¹ Ê
À ¹ · º ÈO· º ºR/ º À ´ ¶ Ã ³ �cÍ �hÍqÎqµhº�¹ ¸c» ¶ Ã » ¶-· Ã Ê Âh´ ¶ ÃF³�º · ´ ¶ É�¹ ´ º ·J½hº �c³hºX´ µFº�Ê º ¹ ½h¶ ³hÌ�Ã » ½hº »qÄOº µc¹ ¾h¶ Ã »
¶ ³�¹ · ÏhÉ�¸h´ Ã ´ ¶ ÀXº �F¸O¹ ³c· ¶ Ã ³c· ÈO½h¶ · À Âc· · º ½�¶ ³U/ º À ´ ¶ Ã ³".hÍJ² ³U/Fº À ´ ¶ ÃF³".�¼�º�¹ Ê · Ã�½hº » ¶ ¾ º�¹�· º ´JÃ Ç
» º ½hÂcÀ º ½OÈ ´ ¼�Ã � ½c¶ É�º ³h· ¶ ÃF³h¹ Êhº ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·�¹ · · ÂcÉ�¶ ³FÌQÊ ¶ ³hº ¹ »�¹ ³h½�³FÃF³hÊ ¶ ³hº ¹ »�À Ã Âh¸cÊ ¶ ³hÌhÍ	ÎqµFºJ¹ ¾ º » �
¹ Ì º ½OÈ Ã ³hº � ½h¶ É�º ³c· ¶ Ã ³c¹ Ê º ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³c·	Âh· ¶ ³hÌX· ´ ¹ ³h½c¹ » ½�¹ ½�µhÃhÀ�À Ê Ã · Âh» ºq¹ » ºq½hº » ¶ ¾ º ½�¶ ³ /Fº À ´ ¶ ÃF³�$hÍ
?0¶ ³c¹ Ê Ê Ï Èh¶ ³,/Fº À ´ ¶ ÃF³,:Q¼�ºXÃ Äh´ ¹ ¶ ³�´ µhºQ· º Ê Ç � À ÃF³ ´ ¹ ¶ ³Fº ½-Èh· ¶ É�¸OÊ ¶ �hº ½-È º ¿cº À ´ ¶ ¾ ºQÃF³Fº � ½c¶ É�º ³h· ¶ ÃF³h¹ Ê
º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·Q¼J¶ ´ µhÃ Âh´Q¹ ³
¹ ½
µFÃhÀ�À Ê Ã · Âh» º ÍRW�º�· ´ Âh½hÏ�´ ¼CÃ.Ê ¹ É�¶ ³h¹ »XÅcÃ ¼,» º ÌF¶ É�º · �QÃ ³hº�¼J¶ ´ µ
; º » Ã�/F´ » ÃFÂhµc¹ Êh³FÂcÉXÄOº »C¹ ³c½�· É�¹ Ê Ê&Vqº Ïh³FÃFÊ ½h· = ³FÂhÉQÄOº » È À Ã » » º · ¸OÃF³h½c¶ ³FÌJ´ ÃX´ µFºJÀ » º º ¸c¶ ³hÌXÅhÃ ¼QÈ
½h¶ · À Âc· · º ½�¶ ³ / º À ´ ¶ Ã ³ :FÍ � È	¹ ³c½�´ µFº�Ã ´ µhº »Q¼J¶ ´ µ.³FÃF³�; º » ÃU/ ´ » Ã Âcµh¹ Ê	³FÂhÉQÄOº »Q¹ ³h½.É�Ãh½hº » ¹ ´ º
V�º Ïh³hÃ Ê ½c· = ³FÂhÉQÄOº » ÈF½h¶ · À Âc· · º ½�¶ ³R/Fº À ´ ¶ ÃF³R:FÍ �hÍ	² ³�´ µFºX· º À Ã ³c½�À ¹ · ºJ¼CºX· ´ Âc½FÏ�´ ¼CÃ�· À º ³h¹ » ¶ Ã · Í
SJ³hºQÀ Ã » » º · ¸OÃ ³c½h¶ ³hÌ�´ Ã�Ê ¹ » Ì º�¹ ³c½�´ µhºQÃ ´ µFº »X´ Ã�· É�¹ Ê Ê0½Fº Ç Ã » É�¹ ´ ¶ Ã ³c·�Ã Ç	´ µhºQ¾ º · · º Ê-¼q¹ Ê Ê Í�² ³
´ µhº�À ¹ · ºQÃ ÇC· É�¹ Ê Ê-½hº Ç Ã » É�¹ ´ ¶ ÃF³h·q¼�ºQ¸Oº » Ç Ã » É�¹ · ÏhÉ�¸h´ Ã ´ ¶ ÀXº �F¸O¹ ³c· ¶ Ã ³c·q¼J¶ ´ µ�» º · ¸Oº À ´J´ Ã�´ µhº
½Fº Ç Ã » É�¹ ´ ¶ Ã ³-Í�W�ºXÃ Äc´ ¹ ¶ ³�´ µFºJº ¿Oº À ´ ¶ ¾ º ÈFÃF³Fº � ½c¶ É�º ³h· ¶ ÃF³h¹ Ê ÈFÀ Ê Ã · º ½�º ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³c·�À Ã » » º · ¸OÃF³h½c¶ ³FÌ
´ Ã�³hÃ ³cÊ ¶ ³Fº ¹ »q¹ ³c½�Ê ¶ ³hº ¹ »JÀ Ã Âh¸cÊ ¶ ³hÌ�¸h» º · º ³ ´ º ½�¶ ³,/Fº À ´ ¶ ÃF³h·�:FÍ �hÍ  �¹ ³c½,:FÍ �hÍ .hÈh» º · ¸Oº À ´ ¶ ¾ º Ê Ï Í
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W�º�À ÃF³h· ¶ ½hº »Q´ µFº�Âh³c· ´ º ¹ ½FÏ
¹ �h¶ · ÏhÉ�É�º ´ » ¶ À�ÅhÃ ¼�Ã ÇJ¹�Ëqº ¼q´ Ã ³c¶ ¹ ³�¶ ³hÀ ÃFÉ�¸h» º · · ¶ ÄOÊ º�ÅOÂh¶ ½
¶ ³
¹�´ µh¶ ³.º Ê ¹ · ´ ¶ À�» ¶ Ì µ ´�À ÏhÊ ¶ ³c½Fº »Q¼JµFÃF· º�» ¹ ½c¶ Âh·Q¶ ·Q· É�¹ Ê Ê	¼J¶ ´ µ.» º · ¸Oº À ´Q´ Ã.¶ ´ ·�Ê º ³FÌ ´ µ-Í��Jº �c³hº
´ µhº�¹ · ¸Oº À ´�» ¹ ´ ¶ Ã � ´ µFº�» ¹ ´ ¶ Ã�ÄOº ´ ¼�º º ³
´ µhº�» ¹ ½h¶ Âc·Q¹ ³c½.´ µhº�Ê º ³hÌ ´ µ.Ã ÇJ´ µhº�À ÏhÊ ¶ ³h½hº » �J´ Ã�ÄOº
 3 4(6 7qÍ-?hÃ »Jº ¹ À µ �&�Fº ½ 
�� #�¶ ³ ´ » Ãh½cÂhÀ º��� � � ��3�� ����� 4�� � �,3 � � À Ã ·�� � � · ¶ ³!� � "�� � �$# 4&%(' � � "�� � � ��# # " # 7�)+* � �FÍ � �
�qÃFÉ�¹ ¶ ³ ��� � � ��¶ ·R�cÊ Ê º ½4¼J¶ ´ µ4´ µFº.ÅcÂc¶ ½�É�Ãh½Fº Ê º ½�ÄFÏ4´ µFº
¶ ³hÀ ÃFÉ�¸h» º · · ¶ ÄOÊ º�ËJ¹ ¾h¶ º » � / ´ Ã > º ·
º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h· Í�ÐJ· · ÂhÉ�¶ ³hÌ ; º » Ã4¹ ³FÌFÂhÊ ¹ »�¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï ÈX¶ ³1À ÏhÊ ¶ ³h½h» ¶ À ¹ ÊJÀ ÃFÃ » ½h¶ ³c¹ ´ º ·�´ µhº(,CÂcÊ º » ¶ ¹ ³
Ç Ã » É�ÂhÊ ¹ ´ ¶ ÃF³�Ã Ç	´ µhºXº ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·q¶ ³ ��� � � ��-.� 40/
» º ¹ ½c·

1	2�3�4 �53 � % 4 �5 3�4 �53 � % 4 �6 3+4 �53 "�798(:<; 3
P 4 �53 � P % 3 P 4 �53 " P %

�� 3+4 �53 � 8 4 �5� P>= % 3>? �3 � 3 #>� � �FÍ � �

1 2�3+4 �63 � % 4 �5 3+4 �63 � % 4 �6 3�4 �63 ".7 8@:A; 3
P 4 �63 � P % 3 P 4 �63 " P %

�� 3�4 �63 � = % 3>? �3 " 3 #>� � �FÍ  �

3+4 �53 � % 3+4 �63 " % 4 �5� 3 #�* � �FÍ ���

W.ºQ¹ · · ÂcÉ�ºJ´ µh¹ ´�´ µFºQÊ ¹ ´ º » ¹ ÊO¼�¹ Ê ÊcÃ Ç0´ µhºQÀ ÏhÊ ¶ ³h½hº » È�B � � � ��3DC � 3 4E%@' � � "�� � � FA- � #�� 7�� Èc¶ ·

z

radial displacement 

viscous, Newtonian fluid

linearly elastic membrane��± G-¯-¬
�(�	H ¨�I��JÃ É�¹ ¶ ³ ��� � � �
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º Ê ¹ · ´ ¶ Àq¹ ³h½�¹ Ê Ê Ã ¼J·	ÃF³hÊ Ï�» ¹ ½c¶ ¹ Êc½h¶ · ¸OÊ ¹ À º É�º ³ ´ · Í0² ´ ·CÉ�Ã ´ ¶ ÃF³OÈh½Fº · À » ¶ ÄOº ½�¶ ³ Q0¹ Ì » ¹ ³hÌ ¶ ¹ ³�À ÃFÃ » �
½h¶ ³c¹ ´ º · Èc¶ ·JÉ�Ãh½Fº Ê º ½�ÄFÏ�´ µhº�ËJ¹ ¾h¶ º »Jº ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·qÇ Ã »J´ µFº�Ê ¶ ³hº ¹ » Ê Ï�º Ê ¹ · ´ ¶ ÀQÀ ÂF» ¾ º ½�É�º ÉQÄh» ¹ ³Fº Í
ÎqµFºX» ¹ ½h¶ ¹ ÊOÀ ÃF³ ´ ¹ À ´qÇ Ã » À ºQ¶ ·�ÌF¶ ¾ º ³�ÄFÏ

� 5 3 8 � � 1 � � � 1 �� 8�� P ' �
4 P % � � 1 � � � 1 � � � 1 � 3 P ' �3 " P 8 1 � � � 1 � 3

P ' �
3 � P � � �FÍ . �

¼JµFº » º�� 5 ¶ ·O´ µFºC» ¹ ½c¶ ¹ Ê À ÃFÉ�¸OÃ ³hº ³ ´-Ã Çhº �F´ º » ³c¹ Ê Ç Ã » À º · � À Ã É�¶ ³hÌqÇ » Ã É1´ µhºC· ´ » º · · º ·-¶ ³c½hÂcÀ º ½JÄFÏ´ µhºXÅcÂc¶ ½�� È ' � ¶ ·�´ µhºX» ¹ ½c¶ ¹ ÊO½c¶ · ¸cÊ ¹ À º É�º ³ ´CÇ » ÃFÉ,´ µFºX» º Ç º » º ³cÀ ºQ· ´ ¹ ´ º$B�	� � 3DB � � #�� È � 3 � � 1 �
¶ ·�´ µhº�É�º ÉQÄh» ¹ ³Fº�´ µc¶ À >h³hº · · È 1 � ´ µhº�¼q¹ Ê Ê�¾ Ã Ê ÂcÉ�º ´ » ¶ À�É�¹ · · È�� 3
� � 1 ��¶ ·�´ µFº < Ã Âc³FÌ�= ·
É�Ãh½hÂcÊ Âh· È�# # ��� #>* .�´ µhº
�-ÃF¶ · · Ã ³�» ¹ ´ ¶ ÃcÈ��03�� � 1 �q¶ ·q´ µhº�· µFº ¹ »JÉ�Ãh½cÂhÊ Âc·q¹ ³c½�� 3�� � 1 �¶ ·X´ µhº�Îq¶ É�Ã · µhº ³�> Ã�· µhº ¹ »�À Ã » » º À ´ ¶ ÃF³.Ç ¹ À ´ Ã » � · º ºU� � $hÈ� &� ! � Í�Îqµhº�¸O¹ » ¹ É�º ´ º »�¾ ¹ Ê Âhº ·QÂc· º ½
¶ ³�´ µc¶ ·�¸O¹ ¸Oº » ÈOÀ Ã » » º · ¸OÃF³h½c¶ ³FÌ�´ Ã�´ µFº�¹ Ã » ´ ¶ ÀQ· º Ì É�º ³ ´Q¶ ³hÀ Ê Âc½h¶ ³hÌ�½hº · À º ³h½c¶ ³FÌcÈh´ µFÃ » ¹ À ¶ À�¹ ³c½
¹ Ä-½hÃ É�¶ ³c¹ ÊO¹ Ã » ´ ¹FÈO¹ » º�· µFÃ ¼J³�¶ ³�Î0¹ ÄcÊ º(�hÍ

������������������� � ���� ����
1 #hÍ # $
! µc¹ » ¹ À ´ º » ¶ · ´ ¶ ÀJ» ¹ ½c¶ Âh· ��4 #hÍ #&� ��É�È��  &� !
! µc¹ » ¹ À ´ º » ¶ · ´ ¶ ÀXÊ º ³FÌ ´ µ(�-7 #hÍ ��É�JÏh³h¹ É�¶ ÀJ¾h¶ · À ÃF· ¶ ´ Ï	� :  �* .$-U� ##" � >FÌ � É�· � "�$
< ÃFÂh³hÌ&= ·qÉ�Ãh½cÂhÊ Âc· � , � # % 8 �$-"� # %��0¹�3'& ()+* , È�� � � !/hµFº ¹ »JÉ�Ãh½hÂcÊ Âh· � X ��6 � � � ��% � � � È�� NhÈ%� � !W
¹ Ê Ê-´ µc¶ À >h³hº · · �	µ �$-"� # " � É �  �� !
W
¹ Ê Ê0½Fº ³c· ¶ ´ Ï	� 1#� � * � �#-&6 .,P È��  &� !
O�Ê ÃFÃh½�½Fº ³c· ¶ ´ Ï	� 1 � # . # �#-&6 . �
Vqº Ç º » º ³hÀ ºQ¸c» º · · ÂF» º �0/ 	 �  # # #1�0¹ 30N�: Í .�É�É+2qÌ
� ËqÃ » É�¹ Ê ¶ ; º ½��C¸c» º · · ÂF» ºQ½F» Ã ¸�Ç Ã »q´ µFº�¹ Ã » ´ ¹ ��* $�:
�	¹ 3 #hÍ # ��É�É+2qÌ"� � . !?43 5 6 7 8 8 ? 5 7 9 ¹ » Ã Âc³h½"� � # #+�	¹ 3 �  >* .�É�É+2qÌ

: � 
%� � �	H ¨�I;�0¹ » ¹ É�º ´ º »q¾ ¹ Ê Âhº ·
Îqµhº�ÅcÂc¶ ½�º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·Q¹ » º�À ÃFÂF¸OÊ º ½�¼J¶ ´ µ�´ µFº�É�º ÉQÄh» ¹ ³Fº�º ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³.´ µh» Ã ÂhÌ µ�´ µFº�Ê ¹ ´ º » ¹ Ê

ÄOÃ Âc³h½c¹ » Ï�À ÃF³h½c¶ ´ ¶ ÃF³h·	» º ÁFÂh¶ » ¶ ³hÌXÀ ÃF³ ´ ¶ ³FÂc¶ ´ Ï�Ã ÇO¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï�¹ ³c½�À ÃF³ ´ ¶ ³FÂc¶ ´ Ï � Äc¹ Ê ¹ ³cÀ º �0Ã ÇOÇ Ã » À º · Í�qº ¸Oº ³c½h¶ ³hÌXÃ ³�´ µhºJ· ¶ ; ºqÃ ÇO´ µFºJ½c¶ · ¸cÊ ¹ À º É�º ³ ´ È ¸c» Ã ¾h¶ ½Fº ½�ÄFÏ�´ µFºJ¹ ¸h» ¶ Ã » ¶Fº · ´ ¶ É�¹ ´ º ·	¸c» º · º ³ ´ º ½
¶ ³ / º À ´ ¶ Ã ³U�hÍ �FÈ0´ µFº�À Ã Âh¸cÊ ¶ ³hÌ�¶ ·Xº ¾ ¹ Ê Âc¹ ´ º ½.¹ ´Q´ µhº�³hÃ ³&� ½Fº Ç Ã » É�º ½.¶ ³ ´ º » Ç ¹ À º.B � � # �Q¶ ³.À ¹ · º
¼JµFº ³�´ µFº�½hº Ç Ã » É�¹ ´ ¶ ÃF³h·Q¹ » º�· É�¹ Ê Ê � J < I < =�E J K%I @ H�D C&G L
E J K�M&� È-Ã »�¹ ´Q´ µhº�½Fº Ç Ã » É�º ½.¶ ³ ´ º » Ç ¹ À º ÈB � � � � Èh¶ ³�À ¹ · ºJ¼JµFº ³�´ µFºJ½hº Ç Ã » É�¹ ´ ¶ ÃF³h·C¹ » ºJÊ ¹ » Ì º � J < I < =�K�C K&E J K%I @ H�D C&G L
E J K�M&� Í0² ³�º ¶ ´ µFº »�À ¹ · º È
´ µhº�À Ã Âh¸cÊ ¶ ³hÌ�¶ ·J¸Oº » Ç Ã » É�º ½.¶ ³�´ µhºRQ-¹ Ì » ¹ ³FÌF¶ ¹ ³.Ç » ¹ É�º ¼�Ã » >OÈ	³h¹ É�º Ê Ï È-¼J¶ ´ µ�» º · ¸Oº À ´X´ Ã�´ µhº
» º Ç º » º ³hÀ ºXÀ ÃF³��cÌ Âh» ¹ ´ ¶ Ã ³.B 	� Í0>�Ã » ºQ· ¸Oº À ¶ �cÀ ¹ Ê Ê Ï È ¶ Ç-¼CºX¹ · · ÂhÉ�ºX³hÃ ³cÊ ¶ ³Fº ¹ »CÀ ÃFÂF¸OÊ ¶ ³FÌcÈ ´ µhº ³�¼Cº
» º ÁFÂh¶ » ºX´ µc¹ ´J´ µhºXÅOÂh¶ ½�¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï�º ¾ ¹ Ê Âc¹ ´ º ½�¹ ´q´ µFº�½Fº Ç Ã » É�º ½�¶ ³ ´ º » Ç ¹ À º � 4&%(' � � "�� � �Cº ÁFÂc¹ Ê ·
´ µhº Q-¹ Ì » ¹ ³FÌF¶ ¹ ³.¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï.Ã Çq´ µhº�É�º ÉQÄh» ¹ ³Fº Í"Vqº À ¹ Ê Ê ¶ ³hÌ�´ µh¹ ´�¼Cº�ÃF³hÊ Ï
À Ã ³c· ¶ ½Fº »�³hÃ ³&� ; º » Ã
» ¹ ½c¶ ¹ Ê-½h¶ · ¸OÊ ¹ À º É�º ³ ´ ·C´ µh¶ ·�» º ¹ ½c·

4 �5 � 4&%(' � � "�� � �-3 3 ' �3 � � "�� � � Ã ³ � #�� 7���-.� 40/!� � �FÍ $ �

4 �6 � 4&%(' � � "�� � �-3 # ÃF³ � #>� 7���-�� 40/�* � �FÍ : �

�



�-�F¯-± ®�� �O«O¬c¯0°c«O¯-¬
��© ª-«%�c¬ � °c«O± ­-ª
Ëqº �F´Q¼�º�À Ã ³c· ¶ ½Fº »�Äc¹ Ê ¹ ³cÀ º�Ã ÇqÇ Ã » À º ·QÄFÏ.» º ÁFÂc¶ » ¶ ³FÌ�´ µh¹ ´Q´ µFº�» ¹ ½c¶ ¹ Ê	Ç Ã » À º�ÌF¶ ¾ º ³.ÄFÏ � �hÍ .�� È
º ÁFÂh¹ Ê ·	´ µhºq» ¹ ½h¶ ¹ ÊhÀ ÃFÉ�¸OÃ ³hº ³ ´CÃ Ç-´ µhºJÀ ÃF³ ´ ¹ À ´�Ç Ã » À ºJº �Fº » ´ º ½�ÄFÏ�´ µhºqÅOÂh¶ ½�´ ÃQ´ µhºJÉ�º ÉQÄh» ¹ ³Fº Í
ÎqµFºXÅOÂh¶ ½�À Ã ³ ´ ¹ À ´JÇ Ã » À ºQ¶ ·�´ ÏF¸c¶ À ¹ Ê Ê Ï�ÌF¶ ¾ º ³�¶ ³.,CÂcÊ º » ¶ ¹ ³�À ÃFÃ » ½c¶ ³h¹ ´ º ·q¹ ³h½�¶ ´�» º ¹ ½h·� � ? � 8 ? 5 7 9 � � 8 � :�� � 4 � � � ��� 5 �
¼JµFº » º � � 4 � ��¶ ·C´ µFºQ» ¹ ´ ºXÃ Ç	· ´ » ¹ ¶ ³�´ º ³h· Ã » È&J < I < Èh´ µFº�· ÏhÉ�É�º ´ » ¶ ; º ½�Ì » ¹ ½c¶ º ³ ´qÃ Ç0´ µFºQ¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï� � 4 � ��3 �

� � � 4 � % � � 4 � � 8 � *
Î-Ã�¸Oº » Ç Ã » É�´ µFº�À ÃFÂF¸OÊ ¶ ³FÌ.¶ ³.´ µFº"Q-¹ Ì » ¹ ³FÌF¶ ¹ ³
Ç » ¹ É�º ¼CÃ » >
¼Cº�³Fº º ½
´ µFº	�F¹ À Ã Äc¶ ¹ ³
Ã ÇJ´ µhº
´ » ¹ ³h· Ç Ã » É�¹ ´ ¶ Ã ³�Ç » Ã É�´ µFº$,CÂhÊ º » ¶ ¹ ³�´ Ã�´ µhº�Q0¹ Ì » ¹ ³hÌ ¶ ¹ ³�À ÃFÃ » ½c¶ ³h¹ ´ º�· Ïh· ´ º É�Í�?FÃ »X´ µc¶ ·�¸OÂF» �
¸OÃ · ºX¼�ºQÀ ÃF³h· ¶ ½hº »8OCÃ » º Ê-· ÂhÄc· º ´ ·�
,Ã Ç!B�	� ¹ ³c½�» º ÁFÂc¶ » ºJ´ µh¹ ´��
 � � ? � 8 ? 5 7 9 � � 8 � :�� � 4 � � � ��� 5 � 4 %(' � � "�� � � � � ��% ; 3 '3 " =

P � "�3 ��
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Linear vs. Nonlinear Coupling

LINEAR COUPLING

NONLINEAR COUPLING

Ξ/R=ε
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-6 4�¹ ³c½QÃ Äh´ ¹ ¶ ³�¹�E J K�I @ H	· Ïh· ´ º É
Ã Ç�º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·JÃ Ç�O�¶ Ã ´X´ ÏF¸Oº È-· º º"� � ! Í�Îqµh¶ ·X¶ ·JÃ Äc´ ¹ ¶ ³Fº ½.¶ ³U/ º À ´ ¶ Ã ³ :FÍ �hÍ .hÍ�ÎqµFº · º�º ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³c·
À ¹ ³.ÄOº�º ¹ · ¶ Ê Ï.· Ã Ê ¾ º ½.Âh· ¶ ³hÌhÈ-Ç Ã »Qº �h¹ É�¸cÊ º È-´ µFºRQ0¹ ¸OÊ ¹ À º�´ » ¹ ³c· Ç Ã » É�È0· º º�Ðq¸h¸Oº ³c½h¶ � � ÍRW�º
Ã Äc´ ¹ ¶ ³�´ µh¹ ´CÇ Ã »�¹X´ ¶ É�º � ¸Oº » ¶ Ãh½h¶ ÀCÅhÃ ¼�» º Ì ¶ É�ºq´ µFºJ» º · ÂhÊ ´ ¶ ³FÌX¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï�¸h» Ã �cÊ º ·C¹ » ºJ¹ ³R1 � Ã » ½hº »
À Ã » » º À ´ ¶ Ã ³�Ã Ç0´ µhº�W.Ã É�º » · Ê º Ï�¸h» Ã �cÊ ºQ¶ ³�º Ê ¹ · ´ ¶ ÀJ´ ÂhÄOº ·(�  � ! Í
W.ºJÄOº ÌF¶ ³�ÃFÂF»q¹ ³h¹ Ê Ïh· ¶ ·	¼J¶ ´ µ�´ µhºJ´ ¼CÃ � ½h¶ É�º ³c· ¶ Ã ³c¹ ÊO· Ïh· ´ º É � .hÍ N�� � � .FÍ � � � Í-SXÂF»CÌ Ã ¹ ÊO¶ ·	´ Ã

Ã Äc´ ¹ ¶ ³�¹ ³�º ÁFÂh¶ ¾ ¹ Ê º ³ ´	º ¿Oº À ´ ¶ ¾ ºq¸h» Ã ÄcÊ º Éy¼Jµc¶ À µ�¶ ·	À Ê ÃF· º ½OÈF¹ ³h½�Ç Ã »C¼Jµh¶ À µQ¼CºJÀ ÃFÂhÊ ½�· µFÃ ¼4´ µhº
º �h¶ · ´ º ³cÀ ºQÃ ÇC¹�Âc³h¶ ÁFÂhºQ· Ã Ê Âh´ ¶ ÃF³OÍ�?cÂF» ´ µFº » É�Ã » º Èh´ µhº�À ¹ Ê À ÂcÊ ¹ ´ ¶ Ã ³�Ã Ç0´ µFº�· ÃFÊ ÂF´ ¶ Ã ³�Ç Ã »X· ÂhÀ µ�¹
· Ïh· ´ º ÉÆ· µFÃFÂhÊ ½�ÄOºQ· ¶ É�¸cÊ º Í
>�Ã ´ ¶ ¾ ¹ ´ º ½�ÄFÏ.´ µFº�» º · ÂhÊ ´ ·QÃ Ç � � : !�¼JµFº » º�À Ê ÃF· º ½
º ¿cº À ´ ¶ ¾ º�¸OÃ » Ã Âc·�É�º ½h¶ ÂcÉ%º ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³c·

¼Cº » º�Ã Äc´ ¹ ¶ ³Fº ½4Âh· ¶ ³hÌ.µhÃ É�Ã Ì º ³c¶ ; ¹ ´ ¶ Ã ³�´ º À µc³h¶ ÁFÂhº · ÈC¼Cº�¼CÃFÂhÊ ½4Ê ¶ > º�´ Ã
· º ´�Âh¸4¹�¸c» Ã ÄOÊ º É
´ µc¹ ´q¼�Ã ÂcÊ ½�É�¶ É�¶ ÀJ¹�· ¶ É�¶ Ê ¹ »�· À º ³c¹ » ¶ ÃcÍ	² ³�´ µc¶ ·C¾ º ¶ ³OÈh¼Cº�¶ ³ ´ » Ãh½cÂhÀ º

� 3
�
1 �"

¹ ³c½�¹ · · ÂhÉ�º�¸Oº » ¶ Ãh½h¶ À ¶ ´ Ï�¶ ³ � Ã Ç	´ µFº�½FÃFÉ�¹ ¶ ³�¹ ³c½�Ã Ç	´ µFºQ¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï�¹ ³c½�¸c» º · · ÂF» º Í�?hÂh» ´ µhº » �
É�Ã » º È0» º À ¹ Ê Ê ¶ ³FÌ�´ µh¹ ´Q¼Cº�µh¹ ¾ º�¹2' ´ µc¶ ³&)�Ê Ã ³hÌ�´ ÂhÄOº�¼J¶ ´ µ �� 3 $� � 3 $� 5� È-¼�º�À ¹ ³
¹ · · ÂcÉ�º
¸Oº » ¶ Ãh½h¶ À ¶ ´ Ï4¶ ³�´ µFº�» ¹ ½h¶ ¹ ÊJ½h¶ » º À ´ ¶ Ã ³4´ µFº » º ÄFÏ4Ç Ã » É�¶ ³FÌ�¹
³hº ´ ¼CÃ » >4Ã Ç�¹
Ê ¹ » Ì º.³FÂhÉQÄOº »�Ã Ç
· ´ » ¶ À ´ Ê Ï�· º ¸O¹ » ¹ ´ º ½-È-¸c¹ » ¹ Ê Ê º Ê-´ ÂFÄOº · Í�Îqµh¶ ·X³FÃ ¼(» º · º ÉQÄcÊ º ·X¹�¸OÃ » Ã Âc·JÉ�º ½c¶ ÂhÉÆ¸h» Ã ÄcÊ º ÉÆÄcÂh´
¼J¶ ´ µ�³FÃ�ÅcÃ ¼�Ç » Ã É Ã ³hº�µhÃ » ¶ ; ÃF³ ´ ¹ ÊC´ ÂFÄOº�´ Ã
¹ ³hÃ ´ µFº » Í
/ º º,?0¶ ÌFÂF» º": Í � Í W.º�µFÃFÉ�Ã Ì º ³h¶ ; º
¼J¶ ´ µ�» º · ¸Oº À ´C´ Ã�¹ Ê Êc½c¶ » º À ´ ¶ ÃF³h· Í-/h¶ ³hÀ ºq´ µFº » ºX¶ ·�³FÃ ´ µc¶ ³FÌ�¶ ³�´ µhºJ¸cµ Ïh· ¶ À ·	Ã Ç-´ µhºJ¸h» Ã ÄcÊ º É(´ µh¹ ´
½Fº ¸Oº ³c½h·Q¸Oº » ¶ Ãh½c¶ À ¹ Ê Ê Ï�ÃF³ � ¼�º�º �F¸Oº À ´�´ Ã.Ì º ´�´ µhº�º ¿cº À ´ ¶ ¾ º�º ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³c·�¹ ³c½
´ µhº�· Ã Ê Âh´ ¶ ÃF³
¶ ³h½hº ¸Oº ³h½hº ³ ´JÃ Ç � Í�² ³c½Fº º ½-ÈO´ µh¶ ·X¶ ·XÃ Äc´ ¹ ¶ ³Fº ½.¶ ³ / º À ´ ¶ Ã ³c·(:FÍ �hÍ  �¹ ³h½ :FÍ �hÍ .hÍ W.º�³FÃ ´ º�´ µh¹ ´
´ µc¹ ³&>h·	´ Ã�´ µhºqÇ ¹ À ´C´ µh¹ ´C´ µhºJÉ�Ãh½hº ÊcÀ Ã ³ ´ ¹ ¶ ³c·C¹Qµ Ïh½h» Ã · ´ ¹ ´ ¶ Àq¹ ¸h¸c» Ã �h¶ É�¹ ´ ¶ Ã ³�Ã Ç-´ µhºq¸c» º · · ÂF» º
¶ ³�· ´ » ¹ ¶ ÌFµ ´q´ ÂhÄOº · Èh´ µhº�É�º ´ µhÃh½h·�¼�º�Âh· º�¶ ³�´ µh¶ ·�¸O¹ ¸Oº »J¹ » º�ÉQÂcÀ µ�· ¶ É�¸OÊ º »�´ µh¹ ³�´ µhÃ · º�Âc· º ½
¶ ³U� � : ! Í�?hÃ »XÉ�Ã » ºQ½hº ´ ¹ ¶ Ê ·q¹ ÄOÃ Âh´q´ µhºQµhÃ É�Ã Ì º ³c¶ ; ¹ ´ ¶ Ã ³�É�º ´ µhÃh½h·q¶ ³�¸OÃ » ÃFÂh·JÉ�º ½h¶ ¹hÈc· º ºQº Í ÌcÍ
� � N ! Í
>�Ã » º�¸h» º À ¶ · º Ê Ï ÈO¼Cº�· ´ ¹ » ´X¼J¶ ´ µ�´ µFº�Ç Ã Ê Ê Ã ¼J¶ ³hÌ�» º Ê ¹ ´ ¶ ÃF³h·JÄOº ´ ¼Cº º ³�´ µFºU' · Ê Ã ¼�)�¾ ¹ » ¶ ¹ ÄcÊ º ·

� � ¹ ³h½�" � Ã »��"&� ��¹ ³h½2' Ç ¹ · ´ )�¾ ¹ » ¶ ¹ ÄcÊ º · � �� ¹ ³h½ � �
"�3 7 �"$� 3 7-1 � 3 4 � � � 3 4��� * � : Í � �

W�º�¹ » º�Ê ÃFÃ >h¶ ³FÌ�Ç Ã »�¹ ³U1 P � ¹ ¸h¸c» Ã �h¶ É�¹ ´ ¶ Ã ³.Ã Ç�´ µFº�· Ã Ê Âh´ ¶ ÃF³�´ Ã.· Ïh· ´ º É � .FÍ N � � � .hÍ � � �Q¶ ³.´ µhº
Ç Ã » ÉyÃ ÇO¹J· ÂhÉ1Ã Çh´ ¼�ÃXÇ Âh³cÀ ´ ¶ ÃF³h· �O´ µFº�; º » ÃX¹ ³h½Q´ µFº��h» · ´0Ã » ½hº »	¹ ¸c¸h» Ã �h¶ É�¹ ´ ¶ ÃF³h·-¼J¶ ´ µX» º · ¸Oº À ´
´ Ã 1 Í8W.º�Âc· º�· À ¹ Ê ¶ ³hÌ � :FÍ � �q¹ ³h½�½Fº ¸Oº ³c½Fº ³ ´q¾ ¹ » ¶ ¹ ÄcÊ ºQº �F¸c¹ ³h· ¶ ÃF³h·qÌ ¶ ¾ º ³�¶ ³ � .FÍ  �J¹ ³c½ � .FÍ ���
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� �	H ¨�I�2qÃFÉ�Ã Ì º ³h¶ ; ¹ ´ ¶ ÃF³�½FÃFÉ�¹ ¶ ³-Í
´ Ã�» º ¼q» ¶ ´ ºQ· Ïh· ´ º É � .FÍ N � � � .hÍ � � � ÍCÎqµFºXº ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³c·q¹ ´8; º » Ã�Ã » ½hº »�» º ¹ ½

� � 	 3 �4 	63 �� % � �4 	 � �5 � � � �4 	6 % 3 ��? 	3 �" % 3 ��? $3 � 8
�
4$� 	 � � �� 33 �� ; �� 3 �4 	63 �� = % 3 P��4 	63 � P � 3 #>� � : Í � �

� � 	 3 �4 	53 �� % � �4 	 � �5 � � � �4 	5 % 3 ��? 	3 � % 3 ��? $3 �� 8 �
4$� 	 � � �� 33 �� ; �� 3 �4 	53 �� = % 3 P �4 	53 � P � 3 #>� � : Í  �� �5 � � ��? 	 3 #�� � : Í ���

33 �� � �� �4 	5 ��% 33 � � �� �4 	6 ��3 #�� � : Í . �

¼J¶ ´ µ

�4 	5 � �4 	6 ¹ ³h½ ��? $ � 8 ¸Oº » ¶ Ãh½c¶ ÀJ¶ ³ � ¹ ³c½ �4 	5 3 �4 	6 3 #,¹ ´ �� 30��% 
4 �'�� � : Í $ �

¼JµFº » º � � 	 � 3 � � � �� ¹ ³h½ 4$� 	 � 3 � � �� Í	ËqÃ ´ ¶ À º � � 	 3
1 � � ¹ ³c½ 4$��3 1 4$� 	 Í�?FÃ »C´ µFºJ¾ ¹ Ê ÂFº ·Ç » Ã É�Î0¹ ÄcÊ º(�hÈ � � 	 ¶ ·�Ã Ç0Ã » ½hº »(� �
� � 	 � �  >� �&� �q¹ ³h½,4$� 	 ¶ ·�¹ » Ã Âc³h½ $ # #hÍ-W�ºQ» º É�¹ » >�´ µh¹ ´º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³ � :FÍ �&�JÀ Ã » » º · ¸OÃF³h½c·q´ Ã�´ µhº 1 "�$X´ º » É�Í�2qº » º È-¹�³Fº ¼,· À ¹ Ê ¶ ³hÌ�Ç Ã »X´ µhº�¸h» º · · Âh» ºQ¼�¹ ·

Âh· º ½�´ Ã�Ã Äh´ ¹ ¶ ³�º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h· � : Í � � � � : Í ��� ÍCÎqµh¶ · ' ; � ÄOÊ Ã ¼J³�Âh¸�)�¸h» º · · Âh» ºX· À ¹ Ê ¶ ³FÌ�» º ¹ ½h·

? 3 1 7�Q P
4

��? 3 1 Q P �1 ��? 3 1 Q P �? ��· Ã ��? 3 1 �? * � : Í : �

ÎqµFºQÊ º ¹ ½c¶ ³FÌ�Ã » ½Fº »JËJ¹ ¾h¶ º »qº ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·�Ç Ã »�´ µFºQÉ�º ÉQÄh» ¹ ³FºXÇ Ã » À ºQ¹ » ºQÂc³hÀ µh¹ ³FÌ º ½OÈc· º º � .hÍ � � � Í
W.º�³hÃ ¼,Ç ÃhÀ Âc·XÃF³.´ µhº�´ ¼CÃ.À ¹ · º ·�À Ã » » º · ¸OÃF³h½c¶ ³FÌ�´ Ã�´ µFº�½c¶ ¿cº » º ³ ´�É�¹ Ì ³c¶ ´ Âc½Fº ·XÃ Çq´ µhº

¸c¹ » ¹ É�º ´ º » · � � 	 ¹ ³c½ 4$� 	 Í
� .
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�	H ¨ ��� ! �.© I � � 	 3 # � ª-®24$� 	 ! ¯��>�h± °c± �hª-«%� � ! 	�� ���
² ³�´ µc¶ ·�À ¹ · ºX´ µFº
�-ÃF¶ · º Âh¶ Ê Ê ºJ¸c» Ã �OÊ º

�4 	6 3 8 4$� 3 ��? 	3 �" � �"�� �� � � ��% 
 �'4	 6 4(� P 8 �� P� � �4 	5 3 # � : Í � �

¶ ·0´ µFºJÂh³c¶ ÁFÂFº�¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï�¼Jµh¶ À µ�· ÃFÊ ¾ º · � : Í � � � � :FÍ $�� Í�Î-Ã�À Ã É�¸OÊ º ´ ºq´ µFºJ· ÃFÊ ÂF´ ¶ Ã ³�¼CºJ³hº º ½�´ Ã�À ¹ Ê �
À ÂhÊ ¹ ´ ºq´ µFºq¸c» º · · ÂF» ºq¹ ³h½�´ µFºq» ¹ ½h¶ ¹ Êh½c¶ · ¸cÊ ¹ À º É�º ³ ´ Í	ÎqµFº Ï�¹ » ºq» º Ê ¹ ´ º ½�´ µh» Ã ÂhÌ µ�´ µFºJÀ ÃFÂF¸OÊ ¶ ³FÌ
¹ ³c½�´ µFºQÊ ¹ ´ º » ¹ ÊOÄOÃ Âc³h½c¹ » Ï

��? 8 ��?�� � � 3 �(41 Q P 7 �'R3 � �
� � 8 � P � 7 � �'	* � : Í N �

2qº » º È0Ç Ã »�· ¶ É�¸OÊ ¶ À ¶ ´ Ï ÈO¼�º�¹ » º�¹ · · ÂhÉ�¶ ³hÌ�´ µc¹ ´Q´ µFº�· µFº ¹ »�É�Ãh½hÂcÊ Âh·J´ º » É�¶ ·Q³Fº ÌFÊ ¶ Ì ¶ ÄOÊ º Í W�º
¹ ¾ º » ¹ Ì º�´ µhºQÀ ÃF³ ´ ¶ ³FÂc¶ ´ Ï�º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³

33 �� � �� �4 	5 ��% 1 33 �� � �� �4 $5 ��%21 33 �" � �� �4 	6 ��%21 P 33 �" � �� �4 $5 ��3 #��
> º º ¸O¶ ³FÌ�¶ ³�É�¶ ³c½�´ µc¹ ´ �4 	5 3 #hÈ �4 $5 3 3 �'4	 6 3 �� ÈO¹ ³c½�¶ ÌF³FÃ » ¶ ³FÌ�´ µFºQ´ º » ÉÆ¹ ´�1 P ÍCÐJ·qÄOº Ç Ã » º Èh¼CºÌ º ´J´ µhºXÇ Ã Ê Ê Ã ¼J¶ ³hÌ

3 �*3 �� % 
4 3 �.3 �" 3 #�� � :FÍ � # �

¼JµFº » º �* 3 � �0% 
 �'4	 6 4(� P ÍE,��F¸h» º · · �. º �F¸cÊ ¶ À ¶ ´ Ê Ï.Âc· ¶ ³FÌ�´ µhº��-ÃF¶ · º Âh¶ Ê Ê º�¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï
¸h» Ã �cÊ º
� :FÍ ��� Èc³h¹ É�º Ê Ï

�. 3 �* �� 3 � � $ / � �� � � �
	

�� �4 	6 � �� �
´ Ã�Ã Äh´ ¹ ¶ ³�´ µhºXÇ ÃFÊ Ê Ã ¼J¶ ³FÌ�· º É�¶ Ê ¶ ³Fº ¹ »�¸c¹ » ¹ ÄOÃFÊ ¶ Àqº ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³�Ç Ã »q´ µFº�À » Ã · · � · º À ´ ¶ Ã ³c¹ Ê0¹ » º ¹

3 �*3 �� 3 4$�� 41 Q�7 � � � 1
4 � � 8�� P � 33 �" � �* P 3 � �*

3 �" � 3 4$�� 4 7 33 �" � �* P 3 � �*
3 �" � * � :FÍ � � �

² ³�½h¶ É�º ³c· ¶ Ã ³c¹ Êc¾ ¹ » ¶ ¹ ÄOÊ º ·C´ µh¶ ·�» º ¹ ½c·

� : 3 *3 � 3 � �
4 P � � 8�� P � 33 " �"* P 3 � *3 " � * � :FÍ � � �

Îqµh¶ ·�¶ ·�¹�· º É�¶ � Ê ¶ ³hº ¹ »�¾ ¹ » ¶ ¹ ³ ´�Ã ÇJ´ µhº�º ÁFÂh¹ ´ ¶ ÃF³h·�Ã Äc´ ¹ ¶ ³Fº ½
ÄFÏ	�! ¹ ³h¶ �À�¹ ³c½ >�¶ > º Ê ¶ �À�¶ ³ � $ ! È
¼JµFº » ºX¹X¸c¹ » ¹ ÄOÃFÊ ¶ ÀCº ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³�Ç Ã »C´ µFºJ¸h» º · · Âh» ºq¼�¹ ·	Ã Äh´ ¹ ¶ ³hº ½OÍ	Îqµhºqº ¿Oº À ´ ¶ ¾ ºJº ÁFÂc¹ ´ ¶ Ã ³�µFÃFÊ ½h·
¶ ³�¹ �h¶ � · ÏhÉ�É�º ´ » ¶ ÀX½hÃ É�¹ ¶ ³h· Èh¹ ³c½�¶ ´q¶ ·q¹ ³,1 P � ¹ ¸h¸c» Ã �h¶ É�¹ ´ ¶ Ã ³�Ã Ç0´ µhº( � �(¹ �h¶ ¹ Ê Ê Ï�· ÏhÉ�É�º ´ » ¶ À
ÅhÃ ¼,¹ ¼q¹ Ï�Ç » Ã ÉÆ´ µhº�ÄOÃ Âc³h½c¹ » Ï ÍQÎqµFº » º�¼�¹ ·X³FÃ�¹ ½.µFÃhÀ�À Ê Ã · Âh» º�¹ · · ÂcÉ�¸h´ ¶ Ã ³�É�¹ ½hº�Ã ³�´ µhº
Ç Ã » É�Ã Ç0´ µhºX¾ º Ê ÃhÀ ¶ ´ Ï�¸c» Ã �OÊ º Í
W.ºQ¸h» ÃhÀ º º ½�¶ ³�´ µhºQ· ¹ É�º�· ¸c¶ » ¶ ´ ÈFÄcÂh´�Ç Ã »J¹�É�Ã » ºQÀ ÃFÉ�¸cÊ ¶ À ¹ ´ º ½�· À º ³h¹ » ¶ ÃhÍ

� $
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